GRUNDLAGEN DER ELEKTROTECHNIK 2

Arbeiten mit Wechselgrofien

Sinusformiger Strom

Die Entstehung und Verbreitung von Wechselstrom und -spannung geht schon auf die Anfangszeit der
Elektrizitét zuriick.

Léasst man zum Beispiel eine Leiterschleife in einem stationdren Magnetfeld mechanisch angetrieben rotieren
dann entsteht in der Leiterschleife ein Strom, der als Funktion der Zeit harmonisch verlauft und
mathematisch qualitativ einer Sinusfunktion entspricht. Deren Periodizitét betrdgt immer Vielfache von 2.

Je nach Drehzahl der rotierenden Leiterschleife entsteht nun eine schnellere oder langsamere Pendelung der
Stromrichtung tber der Zeit.

Das wird mit der Periodendauer T dieses Schwingungsvorganges erfasst. Mathematisch passend bietet sich
eine x-Achsenteilung normiert auf 2n /T an:

~> |~

Die y-Achse
wurde
bezogen auf 2

den 1 2 3

—1-

Maximalwert des Stromes im Scheitelpunkt der Sinuswelle ebenfalls passend normiert. Dadurch kann der
qualitativ gleiche Graph der Funktion zum Beispiel fiir Scheitelwerte von 10nA Empfangsantennenstrom
oder 6kA Leistungsschalterstrom verwendet werden. Die Haufigkeit der Schwingungen wird mit Frequenz
bezeichnet.

Die Einheit der Frequenz ist Hertz.

Periodendauer T und Frequenz hdngen wie folgt zusammen: (D)
_1
=7
Um den Faktor 2z erweitert erhdlt man dann die Kreisfrequenz: 2)
T
welche dann dem Normierungsfaktor unserer Darstellung der Zeitfunktion entspricht.

Am Wechselstromwiderstand Sind Spannung Und Strom Zeitverschoben
Wenn wir uns jetzt auf sinusformige Stromverldufe mit einer Frequenz beschranken, dann geniigen fiir die

Beschreibung der Spannungs-und Stromzusammenhénge an den 3 moglichen passiven Grundzweipole R, L
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und C genau 3 Kennwerte. Die Tabelle soll einen Uberblick geben:

Ohmscher i -
Widerstand R Induktivitat L Kapazitat C
. di, 1 .
Z/IR el - R L g . C = — = lcdt

erfasst:

Ist der Strom sinusformig, dann ist der zeitliche Verlauf mit 3 GroBen vollstindig zu beschreiben. Dies sind die
Amplitude 7 , die Kreisfrequenz o und eine eventuelle Phasenverschiebung zum Zeitpunkt t = 0 wird mit ¢,

i= I-sin(@-t+¢,)

Wir erhalten fiir die zugehorigen Spannungen folgendes:

up =R-1-sin(w-1+¢,)

i dsin(@-t+¢,)
dt ’

u, = L-

u, = woLj-cos(w't"“z’o)

U, = -Isin(w-t+¢0)dt .

2

z
C

ue = ﬁ'(—cos (w't+¢0))

Das Ergebnis ist in allen 3 Féllen entweder eine reine Sinus- oder Cosinusfunktion. Die zugehdrigen Amplituden sind
die vor der Winkelfunktion zusammengefassten Koeffizienten und ergeben sich mit kleinem Rechenaufwand:

~

U,=R-1

Zur Phasenlage in den 3 Fillen sieht die Gegeniiberstellung folgendermalien aus:

Durch den konstanten Faktor R wird
die Phase nicht verindert. Strom und
Spannung bleiben in Phase.

Das Ergebnis der Ableitung ist cos.

Die cos-Funktion eilt der sin-
Funktion um 90° vor. Allgemein
gilt: Jede Differentiation bringt die
Phase um 90° nach vorn.

Das Ergebnis des Integrales ist

—cos. Die —cos-Funktion eilt der sin-
Funktion um 90° nach. Allgemein gilt:
Jede Integration ldsst die Phase um 90°
nacheilen.
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Zusammenfassend ldsst sich festhalten, dass Spule und Kondensator , beide sind Energiespeicher, eigentlich
nur eine Phasenverschiebung zwischen dem Strom durch und der Spannung iiber ihren Polen verursachen.

Das entspricht einem zeitlichen Versatz der harmonisch verlaufenden Zeitfunktionen. Qualitativ verlaufen
die Zeitfunktionen von U und I gleichférmig harmonisch und mit gleicher Periodendauer. Ihre Amplituden
sind {iber das ohmsche Gesetz der Wechselstromtechnik verkniipft. Siehe dazu in der Tabelle die
Anmerkungen zur Koeffizientenberechnung.

Phasoren Und Zeiger

Es lasst sich jetzt feststellen, dass die Rechenoperationen Differenzieren und Integrieren, gerne auch Ab- und
Aufleiten genannt, die sonst oft erhebliche Verdnderungen in Form und Verlauf am Ergebnis bewirken bei
den vorliegenden sinusférmigen GroBen augenscheinlich fast nichts verdndern. Auch die Erneuerung der
Amplitude der Schwingungen durch Multiplikation mit neuem Koeffizienten bewirkt nichts wirklich neues
am Verlauf der Schwingung.

Man stelle sich jetzt eine Netzwerkberechnung mit mehreren Wechselstromwiderstdnden vor die zu einer
handvoll unabhingiger Grofen fiihrt. Deren einzelne harmonische Funktionen iibereinander dargestellt in
einem gemeinsamen f(t)-Diagramm zu iiberblicken kann sich dann schwierig gestalten. Vor lauter leicht
gegeneinander versetzt laufenden Wellen iiber vielleicht zwei oder drei Perioden geschwungen dargestellt,
kann die Darstellung zur Verwirrung beitragen und der Blick fiirs Wesentliche geht dann eher verloren.

Das ruft geradezu nach einer neuen grafischen Darstellung, die sich auf das Wesentliche fokussiert und den
Uberblick iiber die noch verbleibenden vielen Werte auch bei etwas groBeren Wechselstromnetzwerken
erleichtert und uns zusétzlich noch Rechenvorteile bietet wie zum Beispiel grafische Bestimmung von
Amplituden und auch von Phasenwinkeln.

Und das alles gewihrt uns der sogenannte Bildraum. Er spannt eine Zahlenebene auf in der jeder Punkt
mittels Abstand vom Nullpunkt der Ebene und zugehdrigem Richtungswinkel klar definiert ist.

Jede sinusformig verlaufende elektrische GroBe lasst sich jetzt mit ihrer Amplitude entspricht dem Abstand
vom Nullpunkt und ihrer Phasenlage entspricht dem Winkelunterschied der elektrischen GréBen zueinander
in diese Ebene als Punkt eindeutig abbilden.

Mathematisch wire der Punkt genug als GroBendefinition jedoch das Darstellen der Verbindungslinien
erleichtert uns Elektrotechnikern/-innen das Uberblicken der GréBen und die Entnahme der Phasenwinkel
durch Winkelmessung. Im Ergebnis wird jede schwingende elektrische Wechselgrofie minimalistisch aber
hochgenau mit einem Winkel und einer Lénge als zweidimensionaler Vektor abbgebildet. Diese Vektoren
nennt der Elektrotechniker Zeiger oder auch Phasoren.

Beim Eintragen der ersten schwingende Grof3e in den Bildraum ldsst sich die Phase willkiirlich festlegen, da
der Referenzpartner noch fehlt.

Die Energietechniker legen die 0 Grad Phase gerne senkrecht nach oben, da das die Anschaulichkeit der in
der Leistungselektrik so wichtigen Cosinus Phi Verldufe verbessert.

Nachrichtentechniker bevorzugen die 0 Grad Referenz nach rechts passend zur komplexen Gausschen
Ebene. Variante 2 wird In diesem Dokument dann angewandt.

Das wunderbar passende mathematische Hilfsmittel um den Bildraum zu erzeugen sind die komplexen

Zahlen. Daher folgt im néchsten Kapitel ein kleiner Ausflug ins Komplexe....
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Komplexe Zahlen als Helfer

Viele Jahre vor der angewendeten Elektrizitdt vom Mathematiker Cantor vorgedacht und von einigen
Zeitgenossen aus Unverstdndnis als sinnlos belédchelt sind sie eine Erweiterung des Zahlenraumes wie sie fiir
die Naturwissenschaften geeigneter nicht sein konnte. Das zeigte dann etwas spéter die neu aufkommende
Wechselstromtechnik, die mit ihren Phasenverschiebungen und Blindleistungen einer neuen erweiterten
Mathematik bedurfte um modelliert, gestaltet und schliesslich angewendet zu werden. Wissenschaften wie
die Meteorologie, der Maschinenbau und viele andere nutzen die Vorteile dieses Zahlensystems ebenfalls fiir
ihre Losungsansatze.

Obwohl das Rechnen mit Komplexen Zahlen nicht einfach ist, vereinfacht es dennoch héufig die Losung des
ganzen Problems. Das wird schnell ersichtlich, wenn aus Kiirzungsgriinden in der Schule auf die Einfiihrung
der komplexen Zahlen verzichtet wird. Der Versuch der Anwendungsvermeidung sieht oft traurig aus und
generiert mehr Aufwand bei gleichzeitig viel schlechterer Verstandlichkeit.

Wie Entsteht Der Imaginarteil

Dieser Abschnitt soll das Vorstellungsvermogen fiir die komplexen Zahlen in Bezug auf die
Elektrotechnische Anwendung anregen und verfeinern.

Gehen wir deshalb auf einige Stufen der Zahlenraumweiterentwicklung mit Beispielen ein:

Es zeigt sich an jeder Schwelle zum nichsten neuen Raum, dass eine einfache Aufgabe nicht mehr 16sbar ist
ohne den bisherigen alten Raum zu verlassen.

Starten wir mit den Natiirlichen Zahlen N: Die Addition fiihrt nicht zum Verlassen des Zahlenraumes,
Subtraktion dagegen recht schnell. Die simple Aufgabe Zwei minus Vier ist sonst nicht mehr 16sbar. Nur im
erweiterten Raum der ganzen Zahlen G ist das Ergebnis enthalten.

Im neuen Raum G ist nun Multiplikation ungestort durchfithrbar ohne ihn zu verlassen jedoch fiihrt Division
mit der einfachen Aufgabe 1 durch 3 sofort in den Raum der rationalen Zahlen und hier zu einem
unendlichen periodischen Dezimalbruch 0,3333...

Steigern wir uns jetzt gar auf Rechenoperationen der dritten Stufe wie Potenzieren und Radizieren, also das
Ziehen von Wurzeln, dann flihrt die Aufgabe Wurzel aus Zwei schon zu einer irrationalen Losung, da nicht

vollstandig auf alle Stellen hinter dem Komma ermittelbar und erdffnet den Raum der reellen Zahlen. Hier

tummeln sich dann unter anderem Zahlen wie Pi und die Eulersche Zahl.

Die folgende Aufgabenstellung ist wiederum in diesem Raum nicht mehr 1sbar:
z=-2

Daher klammern wir das Problem erstmal aus: z=v—1: \E

Der Ausgeklammerte Ausdruck wird jetzt definiert  j= VE1ozu

Mit dieser Definition ldsst sich das vorherige Problem wenigstens annéhernd 16sen:
z~j-1,414

Damit ist der neue Raum der Komplexen Zahlen eroftnet.
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Die verwendeten Zahlen bilden die Korper der jeweiligen Zahlenrdume:

Komplexe ZahleneC j=~[F1

/Reelle ZahleneR / Rationale Zahlen €Q 0,33 \ \
/ Ganze Zahlen eG \

Natiirliche ZahleneN

Neutrales Element der
Addition istr=0

Inverses Element der
Addition ist -r 0;1;2;100

Neutrales Element der

Multiplikation ist r = 1 \ K —2;-5;-76 /J
\\ 2 me /

Neutrales Element der Addition ist z = 0 +j0
Inverses Element der Addition ist z=-a-jb zu z=a+jb
Neutrales Element der Multiplikation ist z = 1

Die Definition umfasst unter anderem das assoziative Gesetz, das kommutative Gesetz, die Existenz des
neutralen Elementes und die Existenz des inversen Elementes. Es lassen sich Abel‘sche Gruppen definieren
um den Korper der komplexen Zahlen genau zu beschreiben. Fiir den weiteren Einstieg in diese eher
mathematischen Themen sei auf einschldgige gute Mathematische Literatur verwiesen.

Fiir uns als Anwender wichtig sind die Rechenregeln beim Umgang mit den komplexen Zahlen und eine
geeignete Darstellung ihres Losungsraumes.

Wir wollen eine anschauliche Elektrotechnik durch die komplexe Ebene erreichen.
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Die Gaussche Zahlenebene

Sowie der Raum der reellen Zahlen sich auf einer Geraden aufspannen ldsst, ist eine mogliche
Weiterentwicklung die, dass auf einer zweiten Geraden senkrecht zur ersten ein neuer reeller Zahlenraum
aufgespannt wird. Dieser reelle Raum beinhaltet dann alle méglichen imagindren Losungsanteile, wobei der
Imaginérteil selbst das komplexe Glied j nicht enthélt. Der Imaginarteil ist hingegen auch eine reelle Zahl,
die orthogonal, also senkrecht, auf dem Realteil steht. Die von den beiden Geraden aufgespannte Fliche
bildet einen zweidimensionalen linearen Vektorraum, die Gaussche Zahlenebene. Sie lédsst sich hervorragend
als Bildraum fiir unsere U, I, Z, Y und andere Zeiger verwenden. Die Menge aller Punkte auf dieser
unendlich groflen Ebene entspricht der verfiigbaren Menge der komplexen Zahlen:

A

jb=jIm(z)

a = Re(z)

Die Punkte der Ebene und damit unsere komplexen Zahlen lassen sich auf zweierlei Art eindeutig zuordnen.
Entweder iiber die kartesische Form, wobei der Punkt iiber die beiden Achsenkoordinaten (im Bild blau)
definiert ist:

Die komplexe Zahl z definiert sich dann zu: z=a+jb a;belR mit

Oder tiber die Polarform bei der der Punkt iiber den Abstand vom Nullpunkt der Ebene, welcher dem Betrag
r der komplexen Zahl entspricht und dem zugehorigen Winkel Phi, der die Richtung des Betragsvektors (im
Bild rot) festlegt:

Die komplexe Zahl z definiert sich dann zu: z=r-¢’? mit reR

Um Rechenvorteile zu nutzen, bietet sich oft eine Umwandlung von der einen in die andere Form an. Dafiir
erinnern wir uns an die Zusammenhénge im rechtwinkligen Dreieck und den Satz des Pythagoras. Der
Betrag der Zahl bildet immer die Hypotenuse und die kartesischen Koordinaten bilden die beiden Katheten
des rechtwinkligen Dreieckes:

Umrechnung der Kartesischen Form in die Polarform Umrechnung der Polarform in die Kartesische Form
Mag(z)zx/-az+b2 a=r-cos ¢
_ b .
¢=atan(—) b=r-sin ¢
a

Vorsicht beim Umgang mit der Tangensfunktion. Da der Tangens mit einer Periodizitédt von 90° verlduft, ist
das Vorzeichen von Phi nicht in jedem Quadranten korrekt. Im Zweifel empfiehlt sich eine kleine Skizze der
Lage des Zeigers und die anschliessende Ermittlung des Winkels.

Gut macht sich weiterhin eine Definition des Winkels nicht von 0° bis 360° sondern von 0° bis +180° nach
oben beginnend und weiterhin von 0° bis -180° nach unten beginnend in der Gausschen Ebene. Zum Beispiel
ein Phi von 270° wird ersetzt durch ein Phi von -90° was mathematisch gleichwertig ist. Das ist besonders
wichtig, wenn Programme fiir den ,,Hochgeschwindigkeitstrottel” also den Computer verfasst werden. Viele
héssliche Programmierfehler entstehen durch nicht erkannte Fille dieser Art.
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Eulersche Formel Und Drehungen Am Einheitszeiger

Zum Abschluss des kleinen Ausflugs ins Komplexe geht es um den Ursprung der Eulerschen Formel und die
Auswirkungen von j, welches auch Phasenoperator genannt wird.

e’’=cos(¢)+ j-sin( ¢) )
Gut verstiandlich wird es mit der Vorstellung, dass sich alle 3 Terme der Gleichung jeweils in eine unendliche

Reihe entwickeln lassen. Die Reihe ist die Summe einer Folge. Fiir die Veranschaulichung der Herleitung
wird x statt Phi verwendet, da mathematisch flir viele gewohnter:

0o 2 4

Fiir die reell gerade Kosinusfunktion erhalten wir: Cos (X)Z %— %+ % .. 9
x' X X

Fiir die reell ungerade Sinusfunktion erhalten wir: sin (X ) = 1 31 + T (6)

_ j_xl ~ j~X3+ j~X5

mit j multipliziert ergibt imaginér ungerade: j-sin (x) 11 3 Ve

(M

) ‘O‘XO -l.Xl .2‘X2 ‘3‘X3 .4.X4 .5.X5
Fiir die Eulersche Reihe erhalten wir e =4-% 4. Y, SO S +4 .. (8
0! 1! 2! 3! 4! 5!

Jetzt zum j: Jede weitere Multiplikation mit einem j dndert hier nur die Vorzeichensituation:
Es gilt: j2=-1;j*=-j; j*= +1; 3 =}; j°=j* und wir sind einmal rum..

1 0 1 2 3 4 5
"X + X__X__ 'X_.|.X_+ X_ (8)
or 11 20 I3 a5

Daher erhalten wir fiir die Eulersche Reihe auch: e” =

Und es 148t sich durch Vergleich der Reihenglieder erkennen, dass die cos(x) Reihe und die j sin(x) Reihe
aufaddiert die Eulersche Reihe mit j im Exponenten ergibt.

Schon ersichtlich ist weiterhin, dass die e-Funktion beim Ableiten unverdndert bleibt, da einfach die
Reihenglieder einen Platz weiter riicken durch die Reduktion des Exponenten und wir wieder eine neue
unendliche e-Reihe als Ergebnis erhalten.
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Jedoch wenn wir Elektrotechniker den sogenannten Einheitszeiger mit r=1 nach der Zeit t ableiten passiert

folgendes:

d(r-e’)

S .j(ut 9
o r-jwe )

Das Ableiten flihrt durch die innere Ableitung zu einer Multiplikation mit jo also auch zu einer
Multiplikation mit dem Phasenoperator j.

Jedes weitere Ableiten fiihrt zu erneuter Multiplikation mit j und damit zu einer immer neuen
Phasenschiebung um 90° entgegen dem Uhrzeigersinn in unserer Gau3schen Ebene. Das entspricht einer
reinen Drehung des vorher vorhandenen Zeigers im Bildraum.

Beim Aufleiten hingegen passiert etwas anderes:

jwt

reldr=""2¢
/ - (10)

Da durch die innere Ableitung dividiert werden muss fiihrt es hier zu einer Multiplikation mit 1 durch j was
einem minus j entspricht. Dadurch wird mit -j multipliziert und das Integrieren dreht daher den Phasor um
90° zuriick in unserem Bildraum. Vergleiche auch mit der Tabelle auf Seite 2.

Da der Faktor r, der dem Betrag der komplexen Zahl entspricht, nicht verdndert wird durch Ab- und
Aufleiten ist diese Erkenntnis des ,,Nur Phase Schiebens* fiir den gesamten denkbaren Amplitudenbereich r
giiltig und anwendbar.
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Impedanz und Admittanz

Nachdem die mathematischen Ausdrucksformen zur Modellierung und Beschreibung der physikalisch
technischen Wirklichkeit eingefiihrt wurden ist die Zeit fiir erste elektrotechnische Anwendungsbeispiele
gekommen

Der Impedanzbegriff

Im Unterschied zum rein ohmschen Widerstandsbegriff, der den zeitlichen Versatz von U und I nicht
beschreiben kann, ist die Impedanz dazu in der Lage.

Anders als im Falle der Gleichstromrechnung, bei der der Quotient aus den Betrdgen von U und I geniigt und
das Ergebnis zeitinvariant ist, besteht die Impedanz aus dem Quotient von U-und I-Zeiger. Dadurch ist das
Ergebnis als komplexe Zahl ausdriickbar, deren Phasenwert dem Versatz zwischen U- und I-Welle entspricht.
Wiirde man jetzt mit rein ohmschen Widerstdnden weiterarbeiten, dann blieben alle Losungen rein reell und
die komplexe Ebene wire unnotig. Jedoch bereits mit dem ersten Blindelement, also entweder einer
Induktivitét L oder einer Kapazitét C dazu in Reihe geschaltet dndert sich das ganz schnell und die mogliche
Losungsmenge verldsst die von der aufgespannten reellen Achse gebildete Gerade und betritt die Flache der
komplexen Ebene. Mit der physikalischen Grof3e entsprechend Zahlenwert mal Einheit des Widerstandes
multipliziert erhalten wir unser erstes kartesisches Impedanzgitter (engl. Impedance Grid). Haufig geniigt der
positive Halbraum der Fléche, da in den meisten technischen Anwendungsfillen keine negativen
Wirkwiderstande betrachtet werden miissen. Der Einfachheit halber wird der negative Halbraum, hier
schraffiert dargestellt, dann gleich ausgeblendet:

jIm(Z) =j X
Z, = R+ jX
» Re(Z)=R
Z, = R - jX_

Wie in der Gleichstromlehre gilt auch hier in Reihe liegende Widerstdnde addieren sich zum
Gesamtwiderstand des Zweiges, nur jetzt stehen die Anteile orthogonal aufeinander.

Da der Spannungsabfall der Spule aus der Ableitung ihres Stromes entstand ist das Ergebnis fiir den
induktiven Blindwiderstand positiv. Alle mdglichen induktiven Losungen liegen daher in der Impedanzebene
immer im oberen rechten Quadranten mit X > 0.

Da der Spannungsabfall am Kondensator durch die Integration seines Stromes entstand ist das Ergebnis fiir
den kapazitiven Blindwiderstand negativ. Alle moglichen kapazitiven Losungen fiir eine Impedanz liegen
daher immer im unteren rechten Quadranten mit X < 0.
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Die Leitwert- Oder Auch Admittanzebene

Der Zusammenhang zwischen Impedanz Z und Admittanz Y ist die Inversion: Y= % (11)
Die Einheit des Leitwertes ist Siemens: [S]= ﬁ

Vor der Inversion ist die Umwandlung in die Polarform empfehlenswert:

|Y|.e"’Y:L. 1 daraus folgt: ~ Pv=—¢; (12)
AZ

Da sich das Vorzeichen des Phasenwinkels beim Invertieren vertauscht, vertauschen sich die Vorzeichen bei
den Ergebnissen fiir den Imaginarteil auch. Alle kapazitiven Losungen befinden sich daher im rechten oberen

Quadranten der Admittanzebene (engl. Admittance Grid) und alle induktiven Lésungen liegen im unteren

rechten Quadranten. Das ist aber nur in der Admittanzebene so:

jIm(Y) =j B
Y, = G +  JB,
p Re(Y)=G
Y, = G - jB,

Wichtig: Die Bauteilwerte, die zur Z-Ebene gehoren und der Reihenschaltung entstammen, sind andere als

die Bauteilwerte, die zum korrespondierenden inversen Punkt des Leitwertgitters gehoren.

Man nennt die Parallelschaltung mit diesen neuen Werten die Aquivalente zur Reihenschaltung. Bei gleicher
Frequenz erzeugt die dquivalente Parallelschaltung genau den gleichen Impedanzzeiger wie die
korrespondierende Reihenschaltung. Der Charakter der Schaltung bleibt dabei erhalten, also ohmsch

kapazitiv bleibt nach der Inversion ohmsch kapazitiv und ohmsch induktiv bleibt ohmsch induktiv.
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Berechnung von Wechselstromnetzwerken

Phasorenrechnung Und Zeigerbild

Phasor ist ein anderer Begriff fiir komplexen Zeiger. Der Phasor besteht aus den beiden Bestandteilen Betrag
und Winkel, die denen der Polarform der komplexen Ebene entsprechen und lésst sich wunderbar grafisch
darstellen. Es muss dabei langen- und winkeltreu gearbeitet werden. Aus dem so erstellten Zeigerbild lassen
sich durch Ausmessen von Zeigerldngen und Winkeln fehlende Grofen oft hinreichend genau ohne weitere
Rechnung bestimmen. Fiir Langen- und Winkeltreue ist es wichtig, dass alle Zeigerldngen sich entweder auf
den Spitzenwert der Sinusformigen GroBe oder auf ihren Effektivwert beziehen. Es darf nicht gemischt
werden!

Wenn weiterhin folgende Bedingungen erfiillt sind, kann das Verhalten des Wechselstromnetzwerkes sinnvoll
mit Phasoren vollstdndig beschrieben und berechnet werden:

» Das Netzwerk der Wechselstromschaltung muss schon liangere Zeit eingeschaltet sein und wir
konnen nur sein eingeschwungenes Verhalten darstellen. Es ist genau dann eingeschwungen, wenn
die vorherige Periode im Zeitbereich keinerlei Unterschiede mehr zur nachfolgenden Periode
aufweist. Daher ist die Methode fiir Einschaltvorgédnge und dhnliches nicht geeignet.

» Die Schaltung wird nur mit einer Frequenz zu einer Zeit angeregt. Fiir die Darstellung des
Frequenzverhaltens von Zeigerbildern werden Ortskurven verwendet. Das ist Gegenstand des
Folgekapitels.

» Es wird die Phasenlage der sinusformigen Gréfen zu einem frei wahlbaren Zeitpunkt im Bilde
festgehalten. Die Zielstellung besteht darin die Lage der Wellen zueinander darzustellen. Man spricht
auch vom ,,ruhenden® Zeigerbild, welches jedoch mit der Kreisfrequenz o rotierend sich regelmaBig
wiederholt.

Es lassen sich weiterhin einige Konstruktions- und Rechenregeln festhalten:

» Fiir jede physikalische Gro3e muss vorab ein Maf3stab festgelegt werden, der auf das Blatt passen
sollte. Zum Beispiel 10V entsprechen einem c¢cm, 1A entspricht 1cm usw.

» Fiir jede physikalische Grofe existiert eine eigene komplexe gaullische Ebene, mehrere Ebenen
werden derart {ibereinander gelegt dargestellt, dass ihr Koordinatenursprung 0+j0 genau
iibereinander zu liegen kommt. Dadurch lassen sich alle Phasenwinkel an diesem einen Drehpunkt
einzeichnen und entnehmen.

» Die Weite der Skalierung der reellen x-Achse und der imaginédren y-Achse miissen identisch sein,
damit das Bild winkeltreu bleibt, also bei gleichen Betrdgen Re(z) und Im(z) muss ein ¢ von 45° in
der Grafik entstehen. Vorsicht auch bei Computerausdrucken und Verzerrungen durch ein Fit to Page
des Druckers oder dhnliches.

» Mathematisch relevant ist allein die Lage der Phasoren zueinander also der Winkel zwischen ihnen
und die Langenverhéltnisse innerhalb einer Gréfenebene. Zur Erleichterung konnen Phasoren
jederzeit innerhalb der komplexen Ebene parallel verschoben werden. Dadurch kann ein Ergebnis
grafischer Vektoraddition derart versetzt werden, dass sein Vektorbeginn in den
Koordinatenursprung gelangt. Somit ist jetzt der entstandene Phasenwinkel ablesbar im Vergleich zu
den anderen Winkeln.

Jorg Braune
Diplom Ingenieur Nachrichtentechnik 11 15.06.23



Ein Rechenbeispiel

Gegeben sei ein Wechselstromnetzwerk. Gesucht: Alle Spannungen und Strome der
Schaltung in Betrag und Phase, also die Phasoren

An seinen Klemmen wird eine Spannung von

Hzl ov ejoo mit der Frequenz =50 Hz angelegt:

Zuerst werden alle Spannungen und Strome eingezeichnet, die in der Schaltung anliegen bzw. flieBen. Zur
Erinnerung: Pro Zweig existiert ein Strom. Im Beispiel teilt sich der Gesamtstrom I am oberen Knoten auf in
I1» und Iz, Wir haben daher drei unbekannte Strome mit Betrag und Phase.

R, und L, liegen in Reihe und ihre Spannungsabfille addieren sich daher. Das verbindende Element bei der
Reihenschaltung ist immer der eine Zweigstrom, der durch beide Elemente flieft.

L, und R; liegen parallel und die Spannung iiber ihnen ist gleich und wir nennen sie U, . Bei der
Parallelschaltung ist immer die Spannung das verbindende Element zwischen den beiden parallelen Zweigen.
Es gibt in der Schaltung also 3 unbekannte Spannungsabfille deren Betrdge und Phasenwinkel zu ermitteln

sind:

UR] UI.W

+ h
Is ‘
U=10V &”

L2:33 mH

‘ Iro

R»=5 Q

0O =
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Fangen wir mit der Berechnung des Gesamtstromphasors I an.

Um den Rechenaufwand klein zu halten, gilt es dabei geschickt vorzugehen. Da bei Reihenschaltung die
Widerstéinde nur addiert werden miissen zum Gesamtwiderstand des Zweiges fassen wir R; und L,
vorteilhafterweise als Impedanz Z, zusammen. Bei der Parallelschaltung gilt dies fiir die Leitwerte.

Somit fassen wir den Leitwert von R, und L, als Y, zusammen:

Z,=R +jX | Z,=10Q +j2r 50 Hz 100 mH
Z,=10Q+j31,4Q

Yz = Gz - jBLZ
Y2 = l/R2 - j(l/u)Lz)
Y2 =200 mS - j96,45 mS

O

Fiir die Gesamtimpedanz miissen anschlieBend die Impedanz Z; und der Leitwert Y, zusammengefasst
werden.

Die Inversion des Leitwertes Y, ergibt Z, . Vorab wird dafiir die Polarform von Y, benétigt, da die
kartesische Form zum Invertieren ungeeignet ist. Die Formeln dazu basieren auf den trigonomischen

Funktionen im rechtwinkligen Dreiecks. Siche dazu Seite 6:
Y, =200 mS - 96,45 mS Y, =222 mS e’
Z,=1/Y, Z,=(1/222 mS) e’
Z,=4,5Q e

Zum Addieren von Z; und Z, ist wiederum die kartesische Form von Z, erforderlich. Es muss daher

noch einmal gewandelt werden: 22 =3,98 Q +j2,09 Q

Jetzt konnen Z,und Z, zur Gesamtimpedanz Z addiert werden. Da der Realteil orthogonal zum
Imaginérteil ausgerichtet ist und sich beide unabhingig voneinander iiberlagern werden die Anteile auch
gesondert addiert:

=17, +7,

Z=10Q +3,98 Q +j31,4 Q2 +j2,09 Q

Z=13,98 Q +j33,49 Q
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Wieder umwandeln in die Polarform fiir die anstehende Divison ergibt:

Z=36,29Q e

Den Gesamtstrom erhalten wir mit dem ohmschen Gesetz, jedoch fiir die Wechselstromrechnung unter

Beachtung der Phasenlage:

U
=7

___1ove”
36.2002¢" "

[ =275,55 mA 734
Der aufwiéndigste Teil der Losung ist geschafft, da die erste unbekannte Grofle ermittelt ist:

Uk Ui
[ =275,55mA @167.34° — ———-

—p O

‘ Ir2

Ry=5 Q

U=10V e”

\J
(o

Die Spannungen Ug; und Uy, lassen sich nun mit den zugehdrigen Widerstandswerten und dem

Gesamtstrom mit Hilfe des ohmschen Gesetzes errechnen:

UR1: R1 |

Uri= 10Q -275,55 mA - e 7673

Uri= 2,75V - e3¢

Man beachte, dass sich die Phasenlage durch die Multiplikation mit einem rein reellen Widerstand nicht

verdndert.
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Fiir die Spannung iiber der Induktivitit ist das nicht der Fall. Hier gilt:
ULi= jXLl |

U= +j31,4Q -275,55 mA - 3%

Es bietet sich an den Faktor jX;, fiir sich allein in die Polarform zu wandeln. Sein Realteil ist in diesem

Spezialfall 0 was zur Phase von +90° fiihrt und wir erhalten:
U= 31,4Q -ei®”-275 55 mA - ei673%

Das ermoglicht uns die Multiplikation:

ULi= 8,65V -e?%5°

Man beachte, dass die Phase der Spannung sich gegeniiber dem Strom um genau 90 Grad verdndert hat.
Die Spannung eilt dem Strom um genau 90° vor an der idealen Induktivitt.

Zur Erinnerung siche auch noch einmal die Ubersicht auf Seite 2. Ein Ableiten im Zeitbereich bringt die
Phase nach vorn, welches einer Multiplikation mit j entspricht im Bildbereich.

Ein kleiner Reim kann als Merkhilfe dienen: In Induktivititen tut der Strom sich verspaten

Ziel wahrend der Rechnung sollte es sein, mit moglichst wenig Umrechnungen zwischen den
Koordinatensystemen auszukommen, da hier der Aufwand verborgen ist. Daher vielleicht lieber einige
Minuten die Abfolge planen, dann erst rechnen und Zwischenergebnisse gut leserlich aufbewahren.

Fiir die Berechnung von U, kdnnen wir zum Beispiel das frithere Zwischenergebnis Z, in seiner Polarform

von Seite 13 gut (wieder)verwenden:

Uy=7,"1
U, =4,5Q - e?75.275 55 mA - 193
U, =124V - e

Damit sind alle unbekannten Spannungen in unserer Wechselstromschaltung bestimmt.

Es fehlt jetzt noch die Aufteilung des Gesamtstromes in die beiden unbekannten Teilstrome, die in der

Parallelschaltung flie3en.

Jorg Braune
Diplom Ingenieur Nachrichtentechnik 15 15.06.23



Dabei konnen wir uns auf U, beziehen, da bei der Parallelschaltung die Spannung die gemeinsame Grofe ist.
Am einfachsten geht es wieder mit dem Strom durch den Wirkwiderstand, da die Phase von ihm nicht

verandert wird:

U
IRzzﬁz

124V e
Im: - 7398

[, =248 mA - e
Um Umwandlungen zu sparen werden wir den Strom durch die Induktivitét L, nicht mit dem

Knotenpunktsatz ermitteln sondern lieber auf das Zwischenergebnis Y, zuriickgreifen.

Dessen Imaginérteil beschreibt den Blindleitwert der Induktivitét L,.:
o= -j B, - U;
Das minus j weist uns wieder darauthin, dass sich der Strom verzégern wird.:

[12=-j96,45 mS - 1,24V - 33

mit dem Blindleitwert in Polarform erhalten wir:

Io= 96,45 mS - e 1,24 V - e 595

I1,= 119,59 mA - 712959

Damit sind jetzt alle 3 Spannungen und alle 3 Stréme der Schaltung in Phasorenform berechnet.

Die Verkniipfung der einzelnen GréBen erfolgt genau wie bei der ET1 mittels dem Ohmschen Gesetz, dem
Knotenpunktsatz und dem Maschensatz. Um den Rechenaufwand klein zu halten, empfiehlt es sich jedoch
die Reihenfolge der Berechnung so zu legen, dass moglichst wenig umgewandelt oder invertiert wird. Diese

Vorausplanung erfordert einige Ubung und entwickelt sich erst mit der Zeit.
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Frequenzortskurven und Inversion

Ortskurve Von Widerstand Und Kondensator In Reihenschaltung In Der Z-
Ebene

Die Impedanz ist eine Funktion der Frequenz, wenn sie frequenzabhingige Widerstinde enthilt.
Blindwidersténde sind frequenzabhéngig. Fiir den Blindwiderstandswert eines Kondensators gilt:

1

27fC (13)

Xc(f):

Diese Aussage ist erst mal frei von Vorzeichen und entspricht dem Betrag des Imaginérteils von Z.

Zur Erinnerung: Der Imaginérteil allein ist auch reell, daher muss das j zur Berechnung des
Blindwiderstandes nicht unbedingt immer mitgeschrieben werden. Erst um den senkrechten Verlauf also die
Orthogonalitdt zum reellen Widerstandsanteil R darzustellen und zu wahren muss der Imaginérteil damit
multipliziert werden. Die Impedanz Z setzt sich jetzt aus den beiden Komponenten R und X multipliziert mit
minus j zusammen, da der Strom durch den Kondensator integriert wurde um zu seiner Spannung zu
gelangen. Dadurch ist der kapazitive Blindwiderstand immer ein negativer. Siche auch dazu die Erlduterung
auf Seite 8. Der Frequenzgang der Impedanz lisst sich mathematisch dann wie folgt ausdriicken:

Zur Darstellung des vollstdndigen iX A Z(f) = R B jXc(f)
Impedanzfrequenzganges Z(f) dient die Ortskurve. : I I_
Man stelle sich an der Spitze des Impedanzzeigers

einen Schreibstift vor. Die Linie, die er mit

wachsender Frequenz von 0 an beginnend Z4(oHz)

zieht ist die Ortskurve, hier gestrichelt dargestellt. >
R

Zur Veranschaulichung nehmen wir uns beispielhaft Z3(100Hz) T =0

einige Werte flir die Impedanz auf und tragen sie I

in das Diagramm ein: I
I
|
|
I
|
|
I
|

f1—0Hz Z1(—0Hz)=R -jooQ 22(10Hz)
f2=10Hz Z2(10Hz)= R -jXc(10Hz)

f4=0cHz Z4(oHz)=R -jO0Q
Definition: Die Ortskurve der Reihenschaltung aus
Widerstand und Kondensator ist eine Gerade in

allgemeiner Lage.

Z1(0Hz)
Verzehnfacht sich die Frequenz, wie hier von f2

nach f3, dann zehntelt sich auch der Betrag von Xc

Der Pfeil an der Ortskurve zeigt immer in Richtung wachsender Frequenz. Weiterhin gilt, dass Ortskurven
mit steigender Frequenz immer im Uhrzeigersinn verlaufen.
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Ortskurve Von Widerstand Und Induktivitat In Reihenschaltung In Der Z-Ebene
Fiir den Blindwiderstandswert einer Induktivitét, z.B. einer Spule gilt:
X.(f)=2xfL (14)

Die Impedanz Z setzt sich aus den beiden Komponenten R und X multipliziert mit plus j zusammen,da der
Strom durch die Induktivitit abgeleitet wurde um zu ihrer Spannung zu gelangen. Dadurch ist der induktive
Blindwiderstand immer positiv (Seite 8). Der Frequenzgang der Impedanz l4sst sich mathematisch dann wie
folgt ausdriicken:

‘ f — 00
‘ Z74(ooHz)

Zur Veranschaulichung nehmen wir uns beispielhaft
wieder einige Werte fiir die Impedanz auf und

tragen sie in das Diagramm ein:

f1—0Hz Z1(—0Hz)=R +j0Q
f2=10Hz Z2(10Hz)=R +jX.(10Hz)
f3=100Hz Z3(100Hz)=R +jX.(100Hz)
f4=00Hz Z4(oHz)=R +jooQ2

Definition: Die Ortskurve der Reihenschaltung aus
Widerstand und Induktivitét ist ein Gerade in
allgemeiner Lage. Verzehnfacht sich die Frequenz,

wie hier von 2 nach f3, dann Z2(10Hz)

verzehnfacht sich auch der Betrag von X,

Z1(0Hz)

7o)

Die Doppelspitze bei Z4 deutet an, dass der Zeiger unendlich lang ist, was sich aber im endlichen Diagramm
nicht darstellen ldsst. Gleiches gilt fiir die Ortskurve.
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Inversion Der Ortskurve Von Widerstand Und Kondensator

Jetzt legen wir ein Impedanzgitter und ein Admittanzgitter so libereinander, dass sie einen gemeinsamen

Koordinatenursprung besitzen. Die 4 Z-Zeigerbeispiele werden mit Formel (11) und (12) invertiert zu

Y-Zeigern. Die Ortskurve im Y-Gitter ergibt sich nun als Halbkreis. Die Korrespondenz zwischen den

Zeigern erfolgt iiber die Phase. Der Winkel von Z und Y unterscheidet sich nur im Vorzeichen. Das hilft

auch beim Konstruieren der Ortskurve. Wichtig fir die Winkeltreue ist, dass Impedanz- und

Admittanzgitter fiir die reelle und imaginire Achse jeweils eine gleiche Gitterweite erhalten. Liegen beide

Ortskurvenverldufe vor, kann man einen beliebigen Zeiger in der einen Welt einzeichnen und {iber eine

Spiegelung des Zeigers an der reellen Achse die Richtung des Zeigers in der anderen Welt erhalten. Nachdem

die Linie verldngert wurde bis zum Schnittpunkt mit der Ortskurve ldsst sich der Betrag als Lange zwischen

Schnittpunkt und 0-Punkt entnehmen und mit Hilfe des MaB3stabes der Betragswert errechnen.

Zz®) =R -jX.(0)
———{|— B
Y() = G + jB.(

Y1(0Hz)

Ergibt einen
Nullzeiger
mit Lange 0

Zur Veranschaulichung nehmen wir uns beispielhaft
einige Werte fiir die Impedanz auf und tragen sie

wieder in das Diagramm ein:

f1—0Hz Z1(—0Hz)=R -jooQ
f2=10Hz Z2(10Hz)=R -jXc(10Hz)
f4=00Hz Z4(coHz)=R -jOQ

1. Inversionssatz zu Ortskurven:
Eine Gerade in allgemeiner Lage ergibt als

Inversion einen Kreis durch den Nullpunkt.
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Untersuchungen am RC Tiefpass

Aufstellung Der Ubertragungsfunktion

Ordnet man die Reihenschaltung aus Widerstand und Kondensator derart an, dass iiber beiden Elementen die
Eingangsspannung eingespeist wird und liber dem Element Kondensator allein die Ausgangsspannung
abgenommen wird erhalten wir eine hdufig verwendete Filterschaltung, den RC Tiefpass. Die Schaltung von
Seite 13 wird dazu in L-Form umgezeichnet. Im Ergebnis bekommen wir einen elektrotechnischen
Ubertragungsvierpol:

o —0

U, (o) . U, (@)

O O

Eigentlich sind drei Knotenpunkte genug um das System zu beschreiben. Dennoch wahlt man bewusst die
unteren beiden Pole als gemeinsame Bezugsmasse des Systems, da es sich, eingebettet zwischen Quelle am
linken Eingangszweipol und Last am rechten Ausgangszweipol, besser erforschen lésst. Siche dazu auch das
Dokument Einfithrung Vierpole.

Es kann nun eine Ubertragungsfunktion H(w) aufgestellt werden, die beschreibt wie der Vierpol auf ein
angelegtes Eingangssignal reagiert und ein durch sein Verhalten verursacht gedndertes Ausgangssignal dann
wieder ausgibt. Das Verhalten ist oft fiir jeden Frequenzpunkt ein anderes. Der Vierpol weist dann einen
Frequenzgang auf. Als Ein- und Ausgangssignal definieren wir unsere Phasoren:

U,(0) =H(w).U/(o) (15)

und erhalten fiir H(w) ebenfalls einen Phasor als Funktion der Frequenz, da Betrag und Phase vom Tiefpass
frequenzabhéngig verdndert werden. sprich wir erhalten fiir jeden betrachteten Frequenzpunkt einen Phasor.

(15) wird umgestellt nach H(w):

U, (@)

H(w)= (15)

U ()
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UBERTRAGUNGSFUNKTION DES RC TIEFPASSES

Die Spannungsteilerregel, gelernt fiir Gleichspannung, jetzt jedoch mit Wechselstromwiderstdnden
angewandt, ergibt folgenden Ausdruck fiir unseren Tiefpass:

O T (16)

R +(jX (@)

Fiir den kapazitiven Blindwiderstand wird Formel (13) jedoch gleich mit @ angewandt und wir erhalten:
1
joC

1
jwC

H(w)= (17)

R+

Jetzt erweitern mit joC und wir erhalten einen normierten Ausdruck fiir den Ubertragungsfrequenzgang, der
nur noch die Systemzeitkonstante R mal C enthilt und in dem die Laufvariable @ nur einmal vorhanden ist :

1
Hlo)= ket a8

Zum Versténdnis ist es hilfreich sich einige besondere Félle im Kopf vorzustellen:

1.Fall: ®=0 und wir erhalten H(0)=1 also der Tiefpass verdndert das Eingangssignal nicht, da nur mit 1
multipliziert wird.

2.Fall: =00 und wir erhalten 1 durch j mal unendlich, was zu einem Betrag von 0 fiihrt. Der Tiefpass sperrt.

Der dritte spannende Fall ist der, bei dem der Verhaltensiibergang erfolgt also das Tiefpassverhalten gerade
umschlégt. Das passiert, wenn Formel (18) im Nenner im Imaginérteil eins wird. Die Kreisfrequenz, die die
Gleichung erfiillt ist die Eckkreisfrequenz:

Hlopo) =577 (19)

Jorg Braune
Diplom Ingenieur Nachrichtentechnik 21 15.06.23



Damit die 1 als Imaginérteil Wirklichkeit wird muss dafiir gelten:

1
YeckTRe (20)

denn setzt man diesen Ausdruck in Formel (18) ein, dann erhdlt man (19)

Mit (20) lasst sich dann (18) alternativ auch so formulieren:

_ 1
Hlo)=r—g— 1)

W gk

Das zeigt die Auswirkungen des Durchstimmens der Frequenz von 0 bis unendlich vielleicht noch etwas
anschaulicher.

BETRAGS- UND PHASENFREQUENZGANG

AbschlieBend leiten wir uns noch die Formeln fiir den Betrag und die Phase von H(w) her, da dass dann die
Briicke zu den Messungen darstellt, die wir durchfiihren konnen. Da der Zéhler von (21) nur eine 1 enthélt,
verhilt er sich bei der Betragsbildung neutral und es geniigt die Betragsbildung im Nenner. Wir verwenden
die Umrechnungsformel von Seite 6 um den kartesischen Nenner in die Polarform zu wandeln:

2 (22)

W ek

Die Umrechnungsformel fiir den Phasenwinkel, also die Beziehung
Arcus Tangens von Im durch Re wird jetzt ebenfalls nur fiir den Nennerausdruck angewandt.

Jedoch miissen wir dann den erhaltenen Phasenwinkel mit -1 multiplizieren um den Gesamtphasenwinkel
von H(w) zu erhalten. Die 1 im Zahler von (22) veréndert sich nicht und liefert keinen Beitrag zum
Phasenfrequenzgang:

(4]
W gck

@y =—1-atan
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Das Bodediagramm

Aufgabe eines Bodediagramms ist es diesen komplexen Frequenzgang H(w) iiber einen sehr weiten
Frequenz- und zugleich einen groBen Dynamikbereich in Betrag und Phase aufgeteilt darzustellen. Um die
Darstellung kompakt zu halten wird die X-Achse logarithmisch eingeteilt in sogenannte Dekaden.

In jeder Dekade verzehnfacht sich die Frequenz, also von 1Hz bis 10 Hz ist es auf der X-Achse genauso weit
wie von 10 Hz bis 100Hz usw. Dadurch bekommt man eine sehr gro3e Frequenzspanne auf einem Blatt
dargestellt. In der vertikalen Achse ist das Bodediagramm ganz normal linear skaliert. Die Logarithmierung
des Betrages der Ubertragungsfunktion erfolgt separat vor dessen Eintrag in das Diagramm. Der
Frequenzgang der Phase wird mit einer zweiten Y-Achse genau unterhalb der ersten Y-Achse fiir den
logarithmierten Betrag dargestellt. Die Anordnung der Achsen ist bewusst so gewéhlt und erleichtert in der
Regelungstechnik spiter Stabilitdtsuntersuchungen von Reglerfrequenzgéngen uvm..

MESSAUFBAU:

Ein Tiefpass bestehend aus 1k-Widerstand und 680nF-Kondensator wird mittels Funktionsgenerator und
Zweikanaloszilloskop vermessen.

Mit Hilfe der erhaltenen Werte erstellen wir dann ein Bodediagramm :

o B Co e

NV KEYSIGHT  nfinivision MSOX3054T  xed Signl scioscope 500 me 5 Gsars |

B 1 smv 2 50mv 2.000ms/ 0.0s Aut
1 ! o

Kanal 1 (gelb) zeigt Ur(w) und Kanal 2 (griin) Ua(o). Der Funktionsgenerator ist Bestandteil des
Oszilloskops. Beide Messkanile sind mit ihren Massekabeln auf die gemeinsame Masseschiene am unteren
Kondensatoranschluss angeklemmt.
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Der Frequenzgenerator wird durchgestimmt und fiir einige Frequenzstiitzpunkte das zugehorige
Oszillogramm aufgenommen. Die Messfunktionen des Oszilloskops arbeiten mit f, jedoch wird das
Bodediagramm mit der Kreisfrequenz o erstellt. Daher miissen wir umrechnen um ins Diagramm eintragen
zu konnen. Fiir eine gute zeitliche Auflosung der Messung muss mit steigender Frequenz dann auch die
Zeitbasis des Oszilloskops nachgestellt werden.

MESSUNG FUR F=10HZ w,=2r1f, a)1=62,8%
KEYSIGHT

TECHNOLOGIES M30-X 30547, My61410104, 07.50.2021102830: Mon Jun 27 14:09:08 2022

Auto

10.000Hz

Beobachtung: Noch decken sich die Verldufe, also die Phasoren sind annidhernd gleich grof3 und haben

nahezu keine Phasendifferenz

MESSUNG FUR F=100HZ

TKEEm.ISOIL?(;-IIEI M30-¥ 20247, Mrel410104, 07.50.2021102830: Mon Jun 27 13:54:19 2022

Auto

,=628

Eine Frequenzdekade hoher ist ein einsetzender Phasenversatz zwischen den Wellen deutlich zu erkennen
und auch eine Abnahme des Ausgangssignals (griin) gegeniiber dem konstant gehaltenen Eingangssignal

(orange) ist zu erkennen. Der Tiefpass fangt an zu ddmpfen.
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MESSUNG FUR F=1000HZ

TKEEHYNSC)[QEE-IB- MS0-X 3054T, My61410104, 07.50.2021102830: Mon Jun 27 13:56:38 2022

Auto

Freg(1):

Pl-Pki1)
Pk-Pki2)
w,=6283 1
S
Eine weitere Dekade hoher ist die Dampfung stark fortgeschritten und der Phasenunterschied ist
groBer als 45°. Daher sind wir bei 1kHz bereits oberhalb der Eckfrequenz des Tiefpasses.
MESSUNG BEI DER ECKFREQUENZ
Die Eckkreisfrequenz ergibt sich aus der Systemzeitkonstante ==RC wie folgt: 1
Vx=RE
Kot s
mit R=1k und C=680nF
erhalten wir:
1

wECKZZ-Jr-234;

Sine, HighZ

Ein weiteres Erkennungsmerkmal der Eckfrequenz ist, dass dort die Phasenverschiebung zwischen Aus- und
Eingang genau 45° betrdgt. Diese Bedingung wurde versucht am Funktionsgenerator einzustellen. Der
Unterschied zwischen theoretischem Wert der Eckkreisfrequenz von 234 zum per Cursor erfassten Wert von

242.5 liegt bei ungefihr 4% und kann fiir unsere Zwecke vernachléssigt werden.
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ZUSAMMENFASSENDE WERTETABELLE UND ERGANZENDE BERECHNUNGEN

Aus den gemessenen GroBen kann jetzt der Betrag der Ubertragungsfunktion errechnet werden. Da letzterer
nur aus dem Verhéltnis der Ausgangsspannung zur Eingangsspannung besteht ist es gleichgiiltig, ob
Effektivwert, Spitzenwert oder Spitze-Spitze-Wert miteinander ins Verhéltnis gesetzt werden. Aus- und
Eingangsgrofe miissen nur beide von der gleichen Art sein.

Fiir den Phasenwinkel der Ubertragungsfunktion ist wichtig zu wissen, dass die Ubertragungsfunktion nach

Formel (16) der Quotient aus Ausgangsphasor und Eingangsphasor ist.

Daher ergibt sich bei Vorliegen der Polarform der Winkel ¢y als Differenz der Winkel von Ausgangsphasor
zu Eingangsphasor. Die Oszillogramme zeigen leider als Phasenergebnis die Differenz von Ein-zu Ausgang.
Da wir es umgekehrt benotigen, sind alle Phasenwinkel mit minus 1 zu multiplizieren bevor sie ins

Bodediagramm eingetragen werden.

Name |f/Hz |oinl/s |Ug(w)/V Ur(@)/V ou(w)/° H(®w)=Ux(®) /Ug (@) |20 log H(w)
f) 10 62,8 1,931 1,926 -2,49 0,997 -0,03
£ 100 628,3 1,958 1,799 -22,76 0,918 -2,25
frex 242,5 |1523,7 (1,939 1,361 -45,07 0,702 -3,07
f3 1000 [6283,2 (1,942 0,461 -75,92 0,237 -12,50
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BETRAG UND PHASENFREQUENZGANG DES RC TIEFPASSES

Fiir das Bodediagramm werden jetzt nur die Werte aus den grau hervorgehobenen Spalten bendtigt:
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Der reale Betragsfrequenzgang durchliuft an der Eckfrequenz den Dampfungswert 3dB.

Die beiden Tangenten des Frequenzgangverlaufes schneiden sich an der Ecke dariiber bei 0dB, daher die
Bezeichnung Eckfrequenz. Der reale Verlauf erreicht diese “Ecke” nicht. Sie ist jedoch eine vorziigliche
Hilfe beim Konstruieren des Ddmpfungsverlaufes. Der Phasenfrequenzgang durchlduft an der Eckfrequenz
genau die -45° mit weiter steigender Frequenz nihert er sich dem Wert -90° und kann nicht grof8er werden,
da die Schaltung nur einen Energiespeicher, hier den Kondensator , enthilt.

Fiir den Dampfungsverlauf gilt allgemein die Regel: 20dB pro Dekade negative Steigung sind pro
energiespeicherndem Element, also C quer oder L -léngs, als Tiefpass realisierbar.

Fiir den Phasenverlauf gilt diesbeziiglich: 90° Drehung sind mdglich pro Energiespeicher. Also ein RC
Tiefpass dreht max. 90° wie in unserem Beispiel und ein LC Tiefpass dreht max. 180° usw.

Der vollstindige Sinn des Bodediagramms zeigt sich erst in der Regelungstechnik. Dort ist es

dann eine willkommene Hilfe beim Auslegen von Reglerschaltungen, wenn u. a. mit den zeitlichen
Verzdgerungen jongliert wird. In Kette geschaltete Vierpole konnen dann, dank der logarithmierten
Beschreibung, einfach grafisch addiert werden anstatt multipliziert, wie es bei entlogarithmierter

Beschreibung von Néten wire.
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