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1. Einfihrung in die Leitungstechnik

Nach der Einflihrung des Leitungsersatzschaltbildes, der Vorstellung der Leitungsgleichungen und der
Herleitung des Leitungswellenwiderstandes wird die Definition des Reflexionsfaktor dargestellt und die Bildung

von stehenden Wellen erlautert.
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1.1 Besonderheiten bei Leitungen und das
Leitungsersatzschaltbild

Die folgenden Betrachtungen beschrénken sich auf Zweileiteranordnungen mit einem Hin- und einem
Riickleiter. Die Form des Querschnittes dieser Zweileiteranordnung kann dabei sehr unterschiedlich sein. Es
gibt Koaxialleitungen, Mikrostreifenleitungen, Stegleitungen und vieles mehr. Wichtig ist, dass die hier
betrachtete Theorie nur dann anwendbar ist, wenn der Querschnitt iber die Lange der Leitung gesehen homogen
bleibt. Das heil3t Diskontinuitaten im Querschnitt durch Einknickungen, zu kleine Biegeradien u. &. werden
nicht betrachtet.

Die Isolation der beiden Leitungen zueinander wird durch einen nichtleitenden dielektrischen Werkstoff
realisiert. Diese Anordnung von zwei leitenden Werkstoffen getrennt durch einen nichtleitenden Werkstoff
entspricht dem Aufbau eines Kondensators, jedoch mit dem Unterschied das sich bei der Leiteranordnung die
Kapazitat tiber die gesamte Leitungslange gleichmaRig verteilt. Daraus resultieren dann auch wichtige
Verhaltensunterschiede zwischen einem diskret realisierten Kondensator und einem Leitungsstlick, welches die
gleiche Gesamtkapazitét aufweist.

Man stelle sich den Umladevorgang am Dielektrikum vor. Beim diskreten Kondensator ist der Zuflussweg fir
alle beteiligten Ladungstréger annéhernd gleich und damit auch deren Laufzeit bei der Umladung. Dagegen
haben bei einem am Ende offenen und damit leerlaufenden Leitungsabschnitt von beispielsweise 1m Lé&nge die
einzelnen Ladungstrager beim Umladevorgang fast alle einen unterschiedlich langen ,,Anfahrtsweg* und damit
eine andere Laufzeit. Durch die Wegunterschiede ergeben sich auch unterschiedliche ohmsche Widerstande
beim Durchleiten der Ladungstréger zu ihrer Ankunftsstelle im Dielektrikum. Auch die Flache, die der Strom
beim Durchfluss durch Hin- und Ruckleiter umfahrt ist leitungslangenabhéngig und damit die Induktivitat der
Anordnung. Die eben beschriebenen Sachverhalte sorgen mit dafiir, dass eine Leitung nicht einfach mit einem
Netzwerk aus wenigen diskreten Bauelementen nachgestellt werden kann. Stattdessen werden sogenannte
BelaggroRen eingefiihrt, die langenproportional sind. Zum Beispiel ein 2m langes RG58 CU Kabel, welches am
Ende offen also leerlaufend ist ergibt bei einer Kapazitatsmessung zwischen Innen- und Aulenleiter ungefahr
190pF. Schneidet man es jetzt um die Halfte auf 1m zuriick, dann ergibt die Messung der Kapazitat 95pF also
auch die Hélfte. Der gleiche proportionale Zusammenhang ist beim ohmschen Isolationsleitwert gegeben. Ein
Halbieren der Lange bringt auch hier eine Halbierung der unerwiinschten Ableitung. Bei den zwei oben bereits
angesprochenen LangsgréRen Widerstand und Induktivitat verh&lt es sich ebenso.
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Mit diesen vier auf die Leitungslange bezogenen Werten lésst sich jetzt das Ersatzschaltbild der
verlustbehafteten Leitung aufstellen, welches nachrichtentechnisch gesehen ein Zweitor darstellt:

P AU
I(x), R-AX L'+ AX |(x+Ax)
le) 1 a'a’a > o)
U(x) | G’ AX —— C’- Ax | Ux+AX)
Al ¢ v
O O
Ort x Ort X +AX

Die Spannung und der Strom am Eingang des Zweitores sind definiert als die Werte am Ort x auf der Leitung.
Spannung und Strom am Ausgang des Zweitores sind die Werte am Ort x inkrementiert um Ax also ein kleines
Stiick weiter entfernt liegend vom Eingang der Leitung aus gesehen. Der Zweitorausgangsstrom ist entgegen der
sonst Uiblichen Richtung nach aulen flieBend definiert. Das erleichtert die Verkettung mit anderen Vierpolen.
Dank der Einflihrung der BelaggréRen, lassen sich jetzt fur die Leitungsersatzschaltung unter Anwendung des
Kirchhoffschen Maschensatzes und des Knotenpunktsatzes zwei Gleichungen aufstellen:

(I) _AU:R"AX'I(X)+L"AX'dId(tX)
(||) _AIZG"AX'U(X)'FC'-AX-%

Mit Blick auf die eingangs erwahnten Besonderheiten ist eine genaue L&sung nur dann zu erlangen, wenn die
Leitung mit unendlich vielen dieser diskreten Ersatzschaltbilder jeweils nur giiltig fur ein infinitesimal kurzes
Stiick Leitung beschrieben wird. Diese Betrachtungsweise fuhrt dann zu den Differentialgleichungen der
Leitung.
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1.2 Die Differentialgleichungen der Leitung

Dividiert man beide Gleichungen durch das Langeninkrement und bildet den Grenzwert indem man das
Langeninkrement Ax gegen 0 aber mit der Bedingung x ungleich 0 laufen lasst, dann erhalt man die
Differentialgleichungen der Leitung:

o im=AY Y oL )
AX—0 AX ax —at

aw time A Gy e YW
Ax—0  AX ax at

() und (I1) sind Wellengleichungen, da sie eine Ableitung nach dem Ort und eine Ableitung nach der Zeit
enthalten. Es ist ein Gleichungssystem, dass aus 2 partiellen Differentialgleichungen besteht.

Die Ableitungen nach der Zeit entsprechen im Frequenzbereich einer Multiplikation mit j @ . Das fiihrt zu
folgenden Gleichungen:

() —%—L;:R’-I(x)+ja)L’-I(x):(R’+ja)L')-I(x)

an —%:G’-U(x)+ joC'-U(x) = (G'+ jaC')-U(x)

() und (1) stellen in dieser Form die Differentialgleichungen der Leitung im Bild- oder Frequenzbereich dar.
Durch die Verwendung der Bildraumvariable jo liegt jetzt ein Gleichungssystem bestehend aus zwei homogenen
Differentialgleichungen vor. Letztere enthalten jetzt nur noch Ableitungen nach dem Ort x.
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1.2.1 LOsung des Differentialgleichungssystems

Zur Losung dieses Differentialgleichungssystems wird eine der beiden Gleichungen einmal abgeleitet. Das

Ergebnis kann dann in die jeweils andere eingesetzt werden:

2
o -V R ey 2
dx dx

- =
Jetzt kann in dieses Ergebnis Gleichung (1) eingesetzt werden:

d2U 1 M 1A 14 M 1A
0¥ v =(R'+ jal)-(G'+ jaC') -U(X)

Als Resultat erhalten wir eine homogene Differentialgleichung. Die vorliegende Form lasst sich durch einen

Potentialansatz l6sen. Fir U(x) setzen wir an:
U(x)=U,-e"™
Wird dieser Ausdruck zweimal nach x abgeleitet ergibt das:

d?U(x) _

dx? U pZ,er

In die Gleichung (1)’ wird nun der Ansatz und dessen zweifache Ableitung eingesetzt:

a1y U,-p°-e™=(R+ joL")-(G'+ joC')-U, -e™

Auf beiden Seiten durch U, - e™ dividieren ergibt:
0 p*=(R+jel) (G'+ jaeC)

Fur p gibt es zwei mogliche Ldsungen:

0  p=%J(R'+]jel)-(G'+joC') =%y

Die vollstdndige Lésung der DGL berlicksichtigt das:

(1) U(X):UA'e_yX‘i‘UB'eﬂ

Ua und Ug sind komplexe Integrationskonstanten zur Anpassung an die jeweiligen Randbedingungen.
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1.2.2 Technische Interpretation und Herleitung wichtiger Kenngrof3en

1.2.2.1 Die Ausbreitungskonstante y

Gamma ist die Ausbreitungskonstante (propagation constant) der Leitung und von Spezialfallen abgesehen

immer komplex:

Iy 7=%J/(R+jol)-(G'+jeC) =a+p

Da es zwei mogliche Lésungen fir y gibt, gibt es auch zwei mdgliche Wellen auf der Leitung. Sie unterscheiden

sich im Vorzeichen von Gamma und damit in der Laufrichtung auf der Leitung:
— X b

VAR

Die in x-Richtung hinlaufende Die in —x-Richtung riicklaufende
Spannungswelle auf der Leitung Spannungswelle auf der Leitung

1.2.2.2 Betrachtung einer Teilldsung

Im folgenden soll nur die in x-Richtung laufende Teilldsung betrachtet werden. Die vorliegende Gleichung

beschreibt erst einmal nur den &rtlichen Verlauf der Spannung auf der Leitung:

(111) U(X)ZUA-G_”(ZUA-E_O‘X-G_

ipx

Der zeitliche Verlauf soll im folgenden Beispiel als cosinusférmig angenommen werden. Damit wird folgende

Zeitfunktion angesetzt:
(V)

u(t) =U - cos(at + ¢,) = Re[U -ej“’t+¢°]= Re[U Lg% -ej“"]z Re[Umiwo -ej“’t]

Nach dem Einbinden des Ausdruckes fiir den zeitlichen Verlauf in die Integrationskonstante der Teillésung der

Differentialgleichung erhélt man dann;

Dieser Faktor ist abhdngig vom Ort x und rein
reell. Er beschreibt den Dampfungsverlauf auf der
Leitung. Mit dem Ansatz a=0 wird er zu 1. Das
ist fir kurze Leitungsabschnitte im HF-Bereich
haufig mit guter Naherung machbar.

(V)
u(x,t) = Re[tj e vx . g I -ej“"]z Re[U

-

Mitp0

Mitp0

—

e .o j(a)t—/a’-x)]

L_Y_J

Dieser Faktor ist eine Konstante. Er enthalt die
Anfangsphasenbedingung des zeitlichen
Verlaufes und die Amplitude der Welle.

Dieser Faktor ist
abhéngig vom Ort x auf
der Leitung und der Zeit t
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1.2.2.3 Grafiken zum ortlichen und zeitlichen Verlauf

Um eine Vorstellung von dieser doppelten Abhé&ngigkeit zu vermitteln folgt eine grafische Darstellung. Es wird
dabei der Ansatz a=0 angewendet:

tins

Beobachtet man zum Beispiel nacheinander die Punkte maximaler Amplitude der Welle, dann zeigt sich der
konstante Fortschritt eines Phasenpunktes auf der Welle mit der Zeit. Diese Ortsanderung mit der Zeit
bezeichnet man als Phasengeschwindigkeit. Da die markierten Punkte alle auf einer Geraden liegen, ist sie im
vorliegenden Fall konstant:

AX
(V) VPhase = E = ConSt

1.2.2.4 Wie ist die L6sung der Differentialgleichung fur 1(x)?

Wenn man sich die Gleichungen (1) und (1) auf Seite 4 unten ansieht, dann fallt der mathematisch gleiche
Aufbau auf. Daher ist die Losung der DGL fur den Strom auch genauso aufgebaut wie die Losung fiir die
Spannung. Mit dieser Uberlegung erhalt man:

(VI) |(X):|A-e_7x+|5-eﬂ
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1.2.2.5 Der Wellenwiderstand

Der Zusammenhang zwischen U und | auf der Leitung wird mit dem Wellenwiderstand ausgedrtickt. Er ist
definiert als Quotient aus Spannung und Strom einer der beiden Wellen auf der Leitung:

U U
vy z,=-—"H~=-%
I A I B
Mit Gleichung (I) von Seite 4 ist folgendes gegeben:

Y R el 1(%)
dx

In diesen Ausdruck setzen wir die jeweils erste Teilldsung beispielhaft fiir die hinlaufende Welle ein:

CdU,-e™)

=(R'+ joL) -1, -7
o (R'+ jal')-1,

0

Die linke Seite der Gleichung kann jetzt aber auch anders ausgedriickt werden:
0 yUse”=R+jal) 1,-e7

Das wird umgeformt:
U,e”™ (R'+jal)
l,-e™” /4

(Vi) Z,,

Fur y wird der beim Potentialansatz entstandene Ausdruck von Seite 5 eingesetzt und gekirzt:

U, e” (R'+joL) (R'+ jolL")
l,-e™ y JR+jol") - (G'+jaC')

, _ R+ jul)
Y\ (G+jaC)

vy  Z, =

Kdnnen R’ und G’ mit 0 angesetzt werden, dann ist der Wellenwiderstand rein reell und vereinfacht sich zu:

L!
(V1) Z, :J;

Die Wellenwiderstande der handelsiiblichen HF-Koaxialkabel werden in dieser Form angegeben.
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1.3 Reflexionsfaktor und Stehwelle

Durch das Vorhandensein der beiden Teillésungen und damit der beiden in entgegengesetzter Richtung
laufenden Wellen, die sich auf der Leitung tiberlagern kommt es zu auf den ersten Blick merkwiirdig
erscheinenden Effekten. Da insbesondere fiir Messungen an Leitungen deren Verstandnis wichtig ist sollen sie
im folgenden vorgestellt werden. Hat man die Effekte einmal verstanden, dann kann man sie sich fiir den
Entwurf von Anpassungen und anderen Schaltungen oft zu Nutze machen. Um im Einklang mit der gangigen
Literatur und den Abhandlungen Uber Leitungen zu bleiben sind dazu noch einige Definitionen zu ergénzen:

Hinlaufende Welle Ricklaufende Welle
A4 V.
Z ' IH Ir !
0 — — .
IEin . E
C) i Un Ur \—’ i Z
UQuelle ' |
0, .
b .
i Richtung wachsendes |
. Richtung wachsendes x g< ;
— -
Am Anfang der Am Ende der Leitung
Leitung ist die Quelle ist der Ort der Last und
angeschlossen und es es ist X= Xmax und 1=0
ist x=0 und 1=l

Durch die Definition der Lange mit I=0 am Ort der Last entgegengesetzt zu x gilt folgendes:
ax)y lI=-x

Weiterhin werden die bisher verwendeten Indizes A und B der Teillésungen der DGL von jetzt an durch H und
R ersetzt um die Laufrichtung auszudriicken.

Die Leitung und ihr Verhalten ist jetzt mit den drei bisher hergeleiteten Kenngréf3en vy, Zy und | fiir unsere
Zwecke ausreichend beschrieben.
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1.3.1 Definition des Reflexionsfaktors

Der Quotient aus riicklaufender und hinlaufender Welle der Spannung ist als Reflexionsfaktor definiert. Er spielt
eine entscheidende Rolle in der Messtechnik und wird in der Nachrichtentechnik sehr h&ufig verwendet. Sein
Wert ist abh&ngig vom Ort auf der Leitung:

_URL'eW _URl_'e_}4 : o
X) rn = — = > mit L als Index fir den Ort der Last.
Uy-e”™ Uy -e

Oft wird beispielsweise bei der Arbeit mit dem Smith-Diagramm fiir kiirzere Leitungsabschnitte der schon
angesprochene Ansatz a=0 gemacht. Dadurch vereinfacht sich der Ausdruck:

U, -e” U, _
(X) r|_= RL — RLe]Z,BI

+ip
Uy -e U

Mit | = 0 am Ort der Last vereinfacht er sich noch weiter:

URL e—jZﬁl — URL ejO — URL

X))  n=
) U U U

Ein Vorteil der Definition sei im folgenden vorgestellt. Haufig kann zum Beispiel nur der Reflexionsfaktor am
Eingang der Leitung messtechnisch bestimmt werden, da das Ende nicht oder nur schwer zugénglich ist. Der
Zusammenhang zwischen dem Reflexionsfaktor am Ausgang mit dem vom Eingang ergibt sich dann wie folgt:

Ug e Uy .
(X1) r. (1) = RL = RL g2/ _ r-e ji2A
Up - Up

Der Betrag hat sich nicht gedndert sondern nur die Phase des Reflexionsfaktors. Diese vorteilhafte
Vereinfachung wird bei der Arbeit im Smith-Diagramm und in der messtechnischen Praxis oft verwendet. Ist die
Léange der Zuleitung bekannt, dann muss die Reflexion eben nicht mehr auf dem Dach bei der Antenne gemessen
werden sondern es geniigt sie im Gebaude an der Quelle zu bestimmen und tiber die Phasenanderung verursacht
durch 21 herzuleiten. Der Ausdruck zeigt aber auch auf, dass nur bei genauer Kenntnis der Zuleitungsléange
akkurate Ergebnisse erlangt werden kdnnen. Das ist der Hauptgrund fur die vor der Messung durchzufuihrende
Kalibrierung bei der Netzwerkanalyse. Hier z&hlt bei Messungen im GHz-Bereich dann jeder cm Kabellange, da
er die Phase merkbar &ndert.
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1.3.2 Zusammenhang zwischen Wellenwiderstand, Lastimpedanz und
Reflexionsfaktor

Wie hé&ngen diese drei Grolien voneinander ab? Fir die Spannung an der Last gilt:
(X1 U =U, +Uq

Das ist durch die Uberlagerung der beiden Spannungswellen begriindet.
Fur den Strom gilt:

(X1 I =1y — e

Das ist durch die entgegengesetzte Stromrichtung der beiden Teillésungen begriindet.
Gleichung (XI11) l&sst sich mit Hilfe des Wellenwiderstandes auch mit Spannungen formulieren:

(X1 I, =Ui—ui
ZW ZW
Multiplizieren mit Zyy ergibt:
(X111 Zy 1 =U, —Ug
Gleichung (XI1) und (XI1I) addiert ergibt:
XH+X11=XIV) U +7,-1. =2-U,

Gleichung (XI1) minus (XI11) ergibt:
XH-Xm=xvy) U, -7, -1, =2-Ug,
Gleichung (XV) dividiert durch (XIV) stellt den Reflexionsfaktor am Ort der Last dar:

2:Uy U -Z, -1,

(XVIXIV=XVI) r = =
2-U, U +Z,-1,

Zahler und Nenner durch I, dividieren ergibt schlielich:

U _
| Wz -z
(XVI) r=—t =tV
U—"+ZW Z +Zy,
IL
ZL_ZW
- Z,.+2,

Zu jedem r_ gibt es genau einen Z_ und umgekehrt. Auf diesem Zusammenhang basiert die Darstellung des
Smith-Diagrammes. Eine Z -Messung kann durch eine r_-Messung ersetzt werden. Darauf baut die Hoch- und
Hochstfrequenzmesstechnik voll auf.
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1.3.3 Wie eine stehende Welle entsteht

Es folgen drei Momentaufnahmen der beiden Teillésungen der Spannung als Funktion des Ortes auf der Leitung:
Rot gestrichelt ist die hinlaufende Spannungswelle dargestellt, blau gepunktet die reflektierte zuriicklaufende
Spannungswelle. Schwarz und durchgéngig ist die Addition dieser beiden Wanderwellen eingetragen:

Amplitude/1

| 1 1 | | | | t=t1 Die Darstellung stellt den speziellen Fall der
15— (O S P Totalreflexion dar, da die Spannungsamplitude der
| r{’ | | | | | reflektierten Welle genauso groB ist wie die
R i e e L Spannungsamplitude der hinlaufenden Welle.
NN AN NN IR, Es gibt Zeitpunkte, an denen diese beiden Wellen
[ \ | | [ \ I/ \ . . . o
05— p - len o ALl LA f Y derart zueinander versetzt sind, dass ihre Aufaddition
/ \r / [ \ - 1e s - .
; . \l 4/ \i W/ 0/ V! ! 0 ergibt. Das gilt in diessm Moment dann fiir alle
ol { Y ! Y | VR S Orte auf der Leitung.
\ It \ / \ A [
S O R W | N (Y N
O8f - oo e R -t
L A AN A [0 [ S Fa
A A T N A B AR B S S o)
Ak - P Ny ) S P A S R A
l l l l l L« |
T —_—————__,——
| | | | | | |
| | | | | | |
2 1 1 1 1 1 1 1
0 05 1 15 2 25 3 35 4

Amplitude/1
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t=t2 Zwischen t1 und t2 haben beide Wanderwellen
ihre drtliche Verteilung in Richtung der
eingetragenen Pfeile derart verlagert, dass ihre
Aufaddition wiederum eine sinusférmige Verteilung
iiber dem Ort 0 ergibt. Durch die Uberlagerung ist
deren Amplitude an einigen Stellen bereits hoher als
die Amplitude der Einzelwellen. Es gibt jedoch nach
wie vor Stellen, an denen die Spannung der durch
Uberlagerung entstandenen Welle 0 ist (Ab
x=0.25cm alle weiteren 0.5cm). Diese Stellen
bezeichnet man als Knoten der stehenden Welle.
Obwohl die Wanderwellen mit nahezu
Lichtgeschwindigkeit tber die Leitung laufen bleiben
diese Stellen an denen die Spannung immer O betragt
unverandert fest.
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t=t3 Zwischen t2 und t3 haben beide Wanderwellen
einen weiteren Phasenfortschritt in Richtung der
eingetragenen Pfeile ausgefiihrt. Die Wanderwellen
liegen jetzt exakt Ubereinander, so dass ihre Addition
jetzt mehrere Amplitudenmaxima erreicht. Deren
Werte sind genau doppelt so hoch wie die Amplitude
einer Einzelwelle. Die Orte an denen diese
Uberhdhung durch Uberlagerung entsteht haben sich
gegeniiber dem Zeitpunkt t2 nicht geédndert (Ab x=0
alle 0.5cm) Nach drei weiteren &quidistanten
Momentaufnahmen in dieser Art wiirden die
Maxima ihre Vorzeichen gewechselt haben. Die Orte
der Maxima jedoch bleiben erhalten und sind
periodisch in der halben Wellenlange der
Wanderwellen. Eine Stelle an der ein Maxima liegt
bezeichnet man als Bauch der stehenden Welle.
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